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Algebra II. Examen I

Ejercicio 1.

1. Demostrar que en un grupo de orden par el niimero de elementos de orden 2
es impar.

2. Describe dos grupos de orden 6 que sean isomorfos y otros dos que no lo sean.
Razona la respuesta.

Ejercicio 2. Razona cual es la respuesta correcta en cada una de las siguientes
cuestiones:

1. Dados grupos G y H:

a) Si tienen el mismo orden son isomorfos.
b) Si son isomorfos tienen el mismo orden.

¢) Si se pueden generar por el mismo nimero de elementos son isomorfos.
2. Elije la opcién correcta:

a) En Dy todos los elementos tienen orden par.
b) D,y Sy son grupos isomorfos.

¢) Salvo isomorfismo, Dy es el tnico grupo no abeliano de orden 8.

3. Si f:G — H es un homomorfismo de grupos, entonces:
a) O(z) divide a O(f(x)) Vx € G.
b) O(f(x)) divide a O(x) Vz € G.
c) O(x) =O(f(z)) Vx € G.

4. Dadas las permutaciones a = (23 6)(6 5713 4), 8= (247 3) € Sy se tiene
que BaB7L:

a) Es par.
b) Su orden es 12.
¢) Es un ciclo de longitud 7.

5. Si pe denota el grupo de las raices sextas de la unidad, entonces:

a) Cﬁ

i
b) pe
c) e
6. En S, se tiene que:

a) {(12),(34)} es un conjunto de generadores.
b) {(1234)} es un conjunto de generadores.
c) {(12),(23),(34)} es un conjunto de generadores.

7. Sea G un grupo y f: G — G la aplicacién dada por f(x) = z~!. Entonces:

4



Algebra II. Examen I

a) f es un homomorfismo de grupos.
b) f es un automorfismo.

¢) Si f es un homomorfismo entonces G es abeliano.

8. Para cualquier permutacién o € S, si €(¢) denota su signo o paridad, se tiene:
a) e(o) =e(o™1).
b) e(o) =—e(c™).
¢) Ninguna de las anteriores.

9. Cualquier permutacion o € S,,:

a) Se descompone de forma tnica como producto de trasposiciones.
b) Es producto de trasposiciones.

¢) Se descompone de forma tinica como producto de trasposiciones disjuntas.
10. El grupo GLy(Zsy) de matrices invertibles 2 x 2 con entradas en Zs:

a) Es un grupo no abeliano de orden 8.
b) Es un grupo isomorfo a Z.

¢) Es un grupo isomorfo a Ss.
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Ejercicio 1.

1. Demostrar que en un grupo de orden par el niimero de elementos de orden 2
es impar.

En primer lugar, dado un grupo arbitrario G y fijado k € N, se define el
conjunto siguiente:

Gr={re€G|O(x) =k}

Sabemos que G; = {1}. Ahora, vamos a ver que el orden de G}, para todo
k > 3 es par. Dado = € G con O(z) = k, entonces O(x™!) =k y 27t = 2.
Para k > 3, se tiene ademds que z # x~!. Por tanto, para cada x € G}, con
k > 3, se tiene que z # 7! y 271 € G}, por lo que los elementos de G} van
por pares y, por tanto, |G| es par.

Supongamos ahora nuestra hipdtesis, G un grupo de orden par (en particular,
finito). Por tanto, todo elemento de G tiene orden finito y G se descompone
en grupos disjuntos como sigue:

G:GGk:{l}UG2U<DGk>

Considerando cardinales, puesto que son disjuntos, se tiene que:

[e.9]

|Ga| = |G| = 1= |Gy

k=3

Como |G| es par y |G| es par para todo k > 3, se tiene que |G| es impar. Por
tanto, el nimero de elementos de orden 2 en un grupo de orden par es impar.

2. Describe dos grupos de orden 6 que sean isomorfos y otros dos que no lo sean.

Razona la respuesta.

En un ejercicio, vimos que todo grupo de orden 6 o es ciclico o es isomorfo a
D3. Consideramos por tanto los grupos siguientes:

Cs % D3 = S3

Sabemos que (g es conmutativo y S3 no, por lo que Cg 2 S3 y por tanto
D3 = 53.

Ejercicio 2. Razona cual es la respuesta correcta en cada una de las siguientes
cuestiones:

1. Dados grupos G y H:

a) Si tienen el mismo orden son isomorfos.

No es correcta, pues D3 2 (s v ambos tienen orden 6.
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b) Si son isomorfos tienen el mismo orden.

Correcta, pues si todo isomorfismo en particular es una biyeccién. Por
tanto, si G = H entonces |G| = |H|.

¢) Si se pueden generar por el mismo nimero de elementos son isomorfos.

No es correcta, pues D3 22 D, y ambos se generan por dos elementos.
Por tanto, la opcién correcta es la b).
2. Elije la opcién correcta:

a) En Dy todos los elementos tienen orden par.
Sabemos que O(1) = 1, luego es incorrecta.

b) D,y Sy son grupos isomorfos.
Falso, pues |Dy| = 8 # 24 = | S4].

¢) Salvo isomorfismo, Dy es el tnico grupo no abeliano de orden 8.
Consideramos el grupo de los cuaternios )5. Tenemos que:

ij=k#—k=ji

Por tanto, 2 no es abeliano, y |@2| = 8. Veamos que no es isomorfo a
D,. Los érdenes de los elementos de Q5 son:

Oo1)=1, 0O(-1)=2, O(i) = O(%)) = O(xk) =
Los érdenes de los elementos de D, son:

O(1) =1, O(r)=0(") =4
O(r*) = O(s) = O(sr) = O(sr?) = O(sr®) =2

Por tanto, Q)3 2 D, y ambos son no abelianos y de orden 8. Por tanto,
es incorrecta.

Por tanto, no hay ninguna opcién correcta.

3. Si f: G — H es un homomorfismo de grupos, entonces:

a) O(z) divide a O(f(x)) Vz € G.
Consideramos el homomorfismo trivial:

f+ G — H
r — 1

Tenemos que O(f(z)) = O(1) = 1 para todo x € G. Por tanto, tomando
z € G\ {1}, tenemos que O(x) 1 1, por lo que no es cierta.

b) O(f(x)) divide a O(z) Vx € G.
Supongamos O(z) finito (puesto que si no, no tiene sentido hablar de
divisién). Entonces:

L= f(1) = f (s°9) = ()" = O(f(2)) | Oz)  VaeG
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c) O(z) =0O(f(x)) Vx € G.
Esto sabemos que es cierto si f es un monomorfismo, pero no de forma
general. De hecho, el homomorfismo trivial es un contraejemplo.

Por tanto, la opcién correcta es la b).

4. Dadas las permutaciones « = (23 6)(6 57134), 8= (247 3) € Sy se tiene
que [BaB7L:

a) Es par.
b) Su orden es 12.
¢) Es un ciclo de longitud 7.

Calculamos en primer lugar o como producto de ciclos disjuntos:

a=(1657)(234)

Por tanto, tenemos que:

BaBft=p1657)3"B234)57" =
=(1653)(427)

Por tanto, sabemos que (SaB~!) = —1, que no es un ciclo, y que:

O(BaB™) = mem(4,3) = 12

Por tanto, la opcién correcta es la b).
5. Si pg denota el grupo de las raices sextas de la unidad, entonces:

Cl,) M6 = 06.
Es cierta, pues pg = (£ | €% = 1). El isomorfismo se obtiene gracias al
Teorema de Dyck.

b) M6 = Sg.

No es correcta, pues jg es abeliano y S3 no.
C) e = DG-

No es correcta, pues |Dg| = 12 # 6 = |ug].

6. En Sy se tiene que:

a) {(12),(34)} es un conjunto de generadores.
Falso, puesto que no se podria generar la trasposicién (2 3).

b) {(1234)} es un conjunto de generadores.
De serlo, Sy seria ciclico y, por tanto, abeliano, lo cual no es cierto.

c) {(12),(23),(34)} es un conjunto de generadores.
Cierto, puesto que se vio que:

Sp=((12),(23),...,(n—1n))
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7. Sea G un grupo y f: G — G la aplicacién dada por f(x) = x~!. Entonces:

a) f es un homomorfismo de grupos.
b) f es un automorfismo.

¢) Si f es un homomorfismo entonces G es abeliano.

En la relacion se ha visto que:

f es un homomorfismo <= G es abeliano
Por tanto, en el caso de que G no sea abeliano, la opcién a) es incorrecta,

luego b) también lo es. De hecho, la opcién correcta es la c).

8. Para cualquier permutacién o € S, si (o) denota su signo o paridad, se tiene:
a) e(o) =¢e(c™).
b) e(o) = —e(c™).
¢) Ninguna de las anteriores.

Pues que la signatura depende del nimero de trasposiciones de longitud par y
esta es invariante al tomar la inversa de una permutacion, la opcion correcta
es la a).

9. Cualquier permutacion o € S,,:

a) Se descompone de forma tunica como producto de trasposiciones.
b) Es producto de trasposiciones.

¢) Se descompone de forma tinica como producto de trasposiciones disjuntas.

Sabemos que toda permutacién se descompone de forma tinica como producto
de ciclos disjuntos salvo el orden. No obstante, respecto a las trasposiciones
tan solo sabemos que toda permutacion se descompone como producto de
trasposiciones, pero no de forma tnica. Por tanto, la opcién correcta es la b).

10. El grupo GLy(Zs) de matrices invertibles 2 x 2 con entradas en Zs:

a) Es un grupo no abeliano de orden 8.
b) Es un grupo isomorfo a Zg.

¢) Es un grupo isomorfo a Ss.

Calculemos el orden:

| GLy(Zo)| = (2 - 1)(22 —2)=3-2=6

Veamos ahora que no es abeliano:

E)G)=6)2 G006
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Por tanto, sabemos que no es abeliano. Por ser de orden 6, sabemos que, o
bien es ciclico (que no puede serlo por no ser abeliano), o es isomorfo a Dj.

Por tanto:
GLy(Zs) = D3 = S5

Por tanto, la opcién correcta es la c).
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